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Objetivo: El alumno
conocera y aplicara los
algoritmos y tecnicas de

graficado en
2D



Transformaciones
en dos
dimensiones



Transformaciones

» En general, una transformacion en 2D es una funcidon o
mapeo que cuando se le aplica a un punto en 2D,
P(x,y), lo transforma o mapea en otro punto 2D, P(x’,y’).

* Asi, una transformacion en 2D transforma un conjunto
de puntos originales O, en un conjunto de puntos Q.

*Sea T+

(4-1)



Transformaciones Euclidianas

- Son aquellas que preservan las medidas de los largos y
angulos de las figuras.

» No modifican la forma o la geometria del objeto, esto es
que las lineas se transforman en lineas, los planos en
planos, los circulos en circulos y las elipses en elipses.

» SOlo la orientacion y la posicion de los objetos cambia.

- Tenemos dentro de este tipo de transformaciones a la
traslacion y a la rotacion.



Transformaciones afines

- Las transformaciones afines son generalizaciones de
las transformaciones Euclidianas.

- Bajo las transformaciones afines, las lineas se
transforman en lineas, pero los circulos se convierten en

elipses. Esto es porgue no se preservan ni el largo ni el
angulo de los objetos transformados.

- Las distancias sb6lo se preservan entre puntos en la
misma linea o en lineas paralelas (colineales).

-La escala y el inclinacion pertenece a este tipo de
transformaciones.



Transformaciones
pasicas: traslacion,
rotacion y escala



Translacion 2D

- La translacion sobre un punto consiste en agregar un
desplazamiento a sus coordenadas para generar las
coordenadas de una nueva posicion.

- Para trasladar a una nueva posicion anadimos las
distancias de traslacion ¢, y t, a las coordenadas
originales (x,y):

T =x+ T,

(4-2)



Translacion 2D

* Al par de distancias de traslacion (t.,t,) se le conoce
como vector de traslacion o de desplazamiento.

- Podemos expresar la operacidon anterior como una
ecuacion de matrices utilizando los siguientes vectores:

T T o
P = . ; P’ = y/ , 1I'= ty (4-3)

y tenemos que:

P =P4+T (4-4)
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Rotacion 2D

- La rotacion sobre un punto consiste en especificar un
eje y un angulo de rotaciéon, moviendo los puntos del
objeto transformado a las nuevas posiciones rotando
dichos puntos de acuerdo a dicho angulo vy eje.

- La rotacion puede ser vista como un reposicionamiento
del objeto a lo largo de una trayectoria circular en el
plano xy.

- Los parametros para la rotacion son el angulo de
rotacion € y una posicion (x.y,) llamada punto de
rotacion o pivote.



Rotacion 2D

» Dada la posicion del punto P, con el punto pivote en el
origen:

- r es la distancia constante
del punto desde el origen, el
angulo ¢ es la posicidon
angular original del punto
desde la horizontal y 6 es el
angulo de rotacion.




Rotacion 2D

* De lo anterior podemos obtener las ecuaciones de

transformacion para rotar un punto (x,y) utilizando el
angulo 6 alrededor del origen:

' =x cos 0 —y sin 6
(4-5)
y' = x sin 0 + vy cos 0

» Utilizando la representacion vector columna, podemos
reescribir las ecuaciones de rotacidon en forma matricial
tal que:

P' = R-P (4-6)



Rotacion 2D

y la matriz de rotacion es:

n_ | ¢S 6 —sinb (4_7)

sin @ cos 0

 Las ecuaciones de rotacion alrededor de una posicion
pivote arbitraria (x,,y,) son:

' =x,+ (r —x,) cos 0 — (y —y,) sin 6
(4-8)

Y =yr+ (T —2z) sin 0+ (y — yr) cos O



Rotacion 2D

» Tanto la rotacion como la traslacion son consideradas
transformaciones de cuerpo rigido (rigid-body
transformations) ya que mueven los objetos sin
deformarlos. Es decir cada punto es rotado usando el
mismo angulo, o trasladado en la misma proporcion.



Fscala 2D

- Para alterar el tamano de un objeto se aplica la
transformacion de escala.

- Para realizar esta operacion le multiplicamos a las
posiciones (x,y) del objeto los factores de escalamiento

Sx Y Sy para producir las coordenadas (x ',y ):

' =x- s,

(4-9

/

Y =Y~ Sy

* El factor sx escala el objeto en la direccion x y s, lo
escala en la direccion y.



Fscala 2D

- Las ecuaciones 4-9 pueden también ser escritas en
forma matricial:

(4-10)

PP=8: P (4-11)

donde S es la matriz de 2 por 2 en la ecuacion 4-10.



Fscala 2D

S w— —————— W W—_W——————

|
|
:
>w

- Para aumentar o reducir el tamano de los objetos solo
tenemos que asignar valores positivos o0 negativos a sy

Y Sy.



Fscala 2D

Cuando a sy y sy se les asigna el mismo valor se

produce una escala uniforme, gue mantiene las
proporciones relativas del objeto.

 Es Importante notar que los objetos escalados
ocupando la ecuacion 4-10, son también
reposicionados. Factores de escala con valores
absolutos menores a 1 mueven los objetos mas cerca
del origen, mientras que valores absolutos mayores a 1,
lo alejan.



Fscala 2D

- Lo anterior se puede controlar eligiendo una posicion

llamada punto fijo, cuyas coordenadas (x,),) se eligen
en alguna posicion del objeto, tal como el centroide.

+ Asi, los objetos cambian de tamano escalando las
distancias entre los puntos del objeto y el punto fijo.

- Para las coordenadas (x,y), las nuevas coordenadas
(x’,v’) se calculan con:

' =x-8; +x-(1— 8g)
(4-12)
Y =y sy +yr(l—sy)



Coordenadas
NOMOgZENEas



-orma de matriz general

- Las transformaciones basicas en 2D pueden ser
expresadas en una forma de matriz general como:

P = M, P+ M, (4-13)

* La matriz Mi es un arreglo 2 x 2 que contiene factores
multiplicativos, M, es una matriz columna de 2
elementos que contiene los términos de traslacion.

 Para la traslacion, M; es la matriz identidad y para la
rotacion y escala, contiene los términos de traslacion
asociados con el punto pivote o el punto fijo de escala.

- La ecuacion 4-13 puede ser utilizada para combinar
transformaciones.



Coordenadas homogeéneas

* Modificando |la manera en que representamos puntos en
2D, podemos convertir todas las transformaciones
geomeétricas que consideramos en Graficacion para que
sean operaciones de matrices y vectores.

* Asi, los términos de rotacion y traslacion para una
transformacion en 2 dimensiones, pueden ser
combinados en una sola matriz si expandemos las
representaciones a matrices de 3x3.

- Usamos una tercera columna de l|la matriz de
transformacion para los términos de traslacion, de tal
modo que todas las ecuaciones pueden ser expresadas
como multiplicaciones matriciales.



Coordenadas homogeéneas

- Pero para lograr lo anterior, también necesitamos
expander la representacion de las coordenadas 2D, asi
que anadimos una tercera dimension a los puntos en
2D.

Los puntos se representan por la tripleta
Pi'=(w-x,wy,w)= (xw,yw,w) llamada coordenadas

homogéneas.

*El parametro w, también Illamado parametro
homogeéneo o peso del punto, es un valor diferente de
0, que actua también como un factor de escala, tal que:

r=%w gy=*% (4-14)

w
w w



Coordenadas homogeéneas

- Podemos observar que existen un numero infinito de
representaciones homogéneas equivalentes. Esto es
porgue la representacidn homogénea es un mapeo uno
a muchos, es decir pasamos de un n-espacio a un
(n+1)-espacio.

» Dos puntos son iguales si son multiplos el uno del otro,
por ejemplo P}=[1 3 4]y P?=[2 6 8], ya que P} = 2P}

* El punto (xw,yw,w) €s el mismo que (x/w,y/w, I).



Coordenadas homogéneas

- Asi, para homogeneizar cualquier coordenada, basta
con que la posicion bidimensional (x,y), se represente
con coordenadas homogéneas como (x,y, 1).

» Expresando posiciones con coordenadas homogéneas
nos permite representar todas las ecuaciones de
transformaciones geomeétricas como multiplicaciones
de matrices, que es un método estandar usado en los
sistemas de graficos.



Transformaciones en CH

* Traslacion:
A 1 0 t, oz

y | = |01 & [ - |y (4-15)

1 0 0 1 1

P = T(ty,t,)-P (4-16)

« Rotacion:
oz cos O —sinf 0 o

Yy’ — sin@ cos@ O : Y (4-17)
1 0 (N 1

P = }2(9)_. P (4-18)



Transformaciones en CH

* Escala:
N s, 0 0 T
y’ — 0 sy 0 Y (4-19)
1 O 0 1 1

P" = S(sz,8y)-P (4-20)



Composicion de
transformaciones



Composicion de transformaciones 2D

- Usando la representacion de matrices podemos
establecer una secuencia de transformaciones como
una matriz de transformaciones compuestas
mediante el calculo del producto de transformaciones
individuales.

El hecho de formar productos de matrices de
transformacion se le conoce como concatenacion o
composicion de matrices.



Composicion de transformaciones 2D

- Dado que las coordenadas se representan con una
matriz columna homogénea, necesitamos premultiplicar
la matriz columna por las matrices que representan la
secuencia de transformaciones.

- Ademas, ya que muchas posiciones en la escena se
transforman por la misma secuencia, es mas eficiente
primero multiplicar las matrices de transformacion para
formar una sola matriz compuesta.



Composicion de transformaciones 2D

 Asi, si quisieramos aplicar dos transformaciones a la
posicion de un punto P, la nueva ubicacion se puede
calcular como:

P = My M{-P=M-P (4—21)
La coordenada se transforma utilizando la matriz

compuesta M, en lugar de aplicar las transformaciones
individuales M; y luego M.



[raslaciones 2D compuestas

*Si dos vectores de traslacion (t1x, t1,) Y (t2x, t2y) S€
aplican a una coordenada de un punto P, la posicion
final transformada P’ se calcula como:

P T(tog,toy) - [T (t12,t14) - P
= |T(taz,toy) - T'(t1z,t14)] - P (4-22)

donde P y P’ se representan como vectores columna
homogéneos de 3 elementos.

- La matriz de transformacion compuesta para esta
secuencia de traslaciones es:



[raslaciones 2D compuestas

1 0 to, | 1 0 ty, 1 0 t1, +to, |
0 1 tg 0 1 ¢ty — 0 1 t1y+tgy,
0 0 1 0 0 1 | 0 0 1 |

(4-23)

O
T(t2a:a t2y) ) T(tlxa tly) — T(tlzc + t2ma tly -+ t2y) (4‘24)

- Lo anterior demuestra que dos traslaciones sucesivas
son aditivas.



Rotaciones 2D compuestas

- Dos rotaciones sucesivas aplicadas a un punto P
producen la posicion transformada:

P = R(6,)- -|R(6,)-P
Ry - RO - P (4-25)

- Multiplicando las dos matrices de rotacion, podemos
verificar que dos rotaciones sucesivas son aditivas:

R(02) - R(01) = R(02 + 01) (4-20)

 Asi, las coordenadas finales rotadas de un punto
pueden ser calculadas con la matriz de rotacion
compuesta:

P'=R(01+02) P (4-27)



cscala 2D compuesta

» Concatenando matrices de transformacion para dos
operaciones sucesivas de escalamiento en 2D produce
la siguiente matriz de escala compuesta:

Sy 0 0 Sz 0 0 S1x * S2x¢ 1 0
0 Szy 0 0 Sly 0 — 0 Sly Sgy 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
(4-28)
O



Rotacion 2D general con punto pivote
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Rotacion 2D general con punto pivote

» Cuando los sistemas graficos proveen solo una funcion
de rotacion con respecto al origen, podemos generar
una rotacion en 2D alrededor de cualquier otro punto

pivote (x,)r) realizando la siguiente secuencia de
Operaciones.:

1. Trasladar el objeto tal que el punto pivote se mueva al
origen.

2. Rotar el objeto alrededor del origen.

3. Trasladar el objeto para que el punto pivote regrese a
SuU posicion original.



Rotacion 2D general con

DUNTO

HIvVote

» Asi, la matriz de transformacion compuesta para esta

secuencia se obtiene con la concatenacion:

1 0
0 1
0 0

Ly
Yr

1

cos 0
sin 6

0

cos 6
stn 6
0

—sin 0
cos 6

0

—sin@ 0
cos @ 0
0 1

z-(1 — cos 0) + y,.sin 0 |

1
0
0

0
1

0

yr(1 — cos 0) — x,sin 6

1

(4-30)



Rotacion 2D general con punto pivote

que puede ser expresada en la forma:
T'(zr,yr) - R(O) - T(—2r, —yr) = R(Tr,¥r,0)  (4-31)

dOﬂde T(-Xr,-yr) — T_](Xr,yr).



Escala 2D general con punto pivote

- Para el caso de la escala se sigue un procedimiento
similar al anterior:

R
N
/

b

e /

ey

« Concatenando las matrices para estas tres operaciones
produce la siguiente matriz:




Escala 2D general con punto pivote

1 0 xy sz 0 0 1 0 —xy
0 1 y¢ 0 s, O 0 1 —yr | =
0 0 1 0 0 1 00 1
(4-32)
O



Escala 2D general con punto pivote

1 0 zy s, 0 0 1 0 —z5 sy 0 zp(1—5z) |
0 1 yy 0 s, O 0 1 —yr | =] 0 sy yr(l—sy)
0 0 1 0 0 1 | 0 0 1 0 0 1
(4-32)
O

T(xys,ys) - S(8z,8y) T (—xf,—ys) = S(Tf,Ys, Sz, Sy)

(4-33)




Transformaciones
complementarias:
reflexion e
INnclinacion



Reflexion

* A la transformacion que produce una imagen en
espejo de un objeto se le llama reflexion.

* La Imagen resultante es generada con respecto

al los ejes de reflexion mediante la rotacion del
objeto en 180°.

* Podemos escoger la reflexion en el plano xy o
perpendicular al plano xy.



Reflexion

- La reflexion con respecto a la linea y=0 (eje x) se realiza
mediante la matriz de transformacion:

A "1 0 0

0 -1 0| (4-34

\4



Reflexion

- La reflexion con respecto a la linea x=0 (eje y) se realiza
mediante la matriz de transformacion:

)
<

o O
o =
= O

> (4-35)




Reflexion

- La reflexion con respecto al origen se realiza mediante
la matriz de transformacion:

v
Pl

-1 0 0
0 -1 0| (4-36)
0O 0 1




Reflexion

- La reflexidon con respecto a la linea x=y se realiza
mediante la matriz de transformacion:

= O
o =
o O

(4-37)

-
-
-




Reflexion general




Reflexion general

 Podemos ademas considerar una reflexion

general, alrededor de cualquier linea y = mx+b
en el plano xy.

* Primero trasladamos la linea tal que pase por el
origen, luego rotamos la linea sobre uno de los
ejes coordenados y reflelamos con respecto a
dicho eje. Finalmente restauramos la linea a su
posicion original con transformaciones de
rotacion y traslacion inversas.



INnclinacion

*En general, podemos
considerar que la
transformacidon de
inclinacion calcula e |
desplazamiento de los
puntos en funcidn de los
valores de las coordenadas
proporcionadas por un

angulo de inclinacion 6.

EXxiste dos tipos de
inclinacion,
correspondientes a los ejes
coordenados.



Inclinacion en el gje-x

YA PI (A/.\' P
N — —
\\\ 9 \\\ 9 E > 1
e €
| W g X

 La inclinacion de un punto P con respecto al eje-x
involucra modificar sélo sus coordenadas en x.

» El angulo de inclinacion se mide en el sentido contrario
a las manecillas del reloj en forma positiva, y se define:



Inclinacion en el gje-x

tan g = %
Y

S.dy =vy-tanb

por lo anterior:

xl

/

Y

Y

- Expresando 4-42 en forma de matriz:

1
0
0

sh.
1
0

0

0
1

r—d, =x—1vy-tanb

(4-38)

(4-39)

(4-40)

donde sk, puede ser cualquier real, en este caso tan 6.



Inclinacion en el gje-y
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» La inclinacidon de un punto P con respecto al eje-y
involucra modificar sdlo sus coordenadas en .

» El angulo de inclinacion se mide en el sentido contrario
a las manecillas del reloj en forma positiva, y se define:



Inclinacion en el gje-y

tan @ = %
(4-41)
c.d, =x-tant
por lo anterior:
¥ = =z
y = y+d,=y+x-tanb (4-42)
- Expresando 4-45 en forma de matriz:
1 0 0
shy, 1 0 (4-43)
0 0 1

donde sk, puede ser cualquier real, en este caso tan 6.



cjemplos



cjemplo |

- Realizar las operaciones indicadas sobre la siguiente

figura: :

1.Rotacion en 90°
2. Traslacion en (3,-1)

3.Escala al doble 2|




cjemplo |: Rotacion

» Evaluando la matriz de rotacion en 90° se tiene:

- cos(x)

sin(x)
0

— sin(x)
cos(x)
0

0"

0
1




cjemplo |: Rotacion




cjemplo |: Rotacion

<




1 0 T, 1 0 3
T=1|0 1 T, » 0 1 -1
0 0 1 00 1

 Aplicando al resultado anterior la matriz de traslacion en
(_351):

1 0 3 —1 2
Pl=10 1 -1 3 | =12
00 1 | | 1 1
1 0 3 | [ -3 0
=10 1 -1 3 | =1 2
00 1 | | 1 1




clemplo | lraslacion

1 0 3 —4 1
Pl=10 1 -1 4 | = 3
00 1 | | 1 1
1 0 3 | | -3 0
00 1 | | 1 1
1 0 3 | [ -1 2
Pl=10 1 -1 5 — | 4
00 1 | | 1 1




clemplo | lraslacion

<




DO

cjemplo |: Escala

S O DN

S N O

H~ H~

— O O

* Finalmente aplicando |la escala al doble se tiene:




-scala

cjemplo |

__61_
o <7 o ] O
I _

|

| _ _
_1 |

™
o — | -
| 1 |

1 1 1 1
OO - OO - O
O N O O AN O O
N OO AN OO o




cjemplo |: Escala




cjemplo |: Composicion

- Se verificaran ahora las operaciones anteriores
realizando la composicion de matrices.

S 0 0 1 0 T, cos(x) —sin(z) O
cC=| 0 S5, O 0 1 T, sin(x) cos(x) O
0 0 1| oo 1| | o 0 1

Sycos(x) —Spsin(z) ST,
= | Sysin(x) S,cos(z) 95,71, 0
0 0 1 » 2 0 =2
0




cjemplo |: Composicion

0 —2 6 3 4
P=|2 0 =2 1 | =1 4
0 0 1 | |1 1
0 -2 6 | [ 3 0
Po=1|2 0 =2 3| =14
0 0 1 | |1 1
0 -2 6 | [ 4 2
Pi=1|2 0 =2 51 =1 6
0 0 1 | |1 1




cjemplo |: Composicion

0 —2 6 5 0
P=12 0 -2 3| =18
0 0 1 1 1
0 —2 6 5 4
Pl=12 0 =2 1 | =1 8
0 0 1 1 1




cjemplo |: Composicion




C|ercicio

- Realizar las operaciones indicadas sobre la siguiente
figura:

5

1. Traslacion en (-1,-1) <

3 -

2. Rotacion en - 90°

3. Escala al doble




cjercicio: lraslacion

T =

o O =

S = O

— S8

[

* Primero se aplica la traslacion (-1,-1):

0
1

0

—1
—1
1




cjercicio: lraslacion

1 0 -1 2]
Po=10 1 -1 4 | =
0 0 1 1
1 0 -1 4
PpP=10 1 -1 2 | =
0 0 1 1




cjercicio: lraslacion

BN




cjercicio: Rotacion

» Ahora se aplica al resultado anterior la rotacion en -90°:

- cos(x) —sin(z) O | 0 1 0
sin(x) cos(z) O -1 0 0
0 0 1 0 0 1

0 1 0] [1 1
P'=| -1 0 0 — | 1
0 0 1| | 1 1




cjercicio: Rotacion




cjercicio: Rotacion

L




Cjerciclo: £scala

* Finalmente aplicando |la escala al doble se tiene:

S. 0 0 2 0 0
0 S, 0 0 2 0
0 0 1 0 0 1

-
|
-
S N O
-
|
ek
|
|
DO




Cjerciclo: £scala

2 0 0 3
P/=10 2 0 —1
000 1| | 1

2 0 0 1
P’=10 2 0 —3
000 1] | 1




Cjerciclo: £scala




cjercicio: Composicion

* De igual manera que en el ejemplo anterior, se
verificaran ahora las operaciones anteriores realizando
la composicidon de matrices.

S, 0 0| [ cos(z) —sin(z) O 1 0 T,
C=1|10 S5, 0] -] sin(z) cos(x) O |- 0 1 T
0 0 1| | o o0 1| |0 o0 1
S cos(x) —Sgsin(x) Sy(T,cos(x) —T,sin(x))
— ysin(x)  S,cos(x) S,(T,sin(x) — T, cos(x))
0 0 1 _
0 2 -2

-

» —2 2

0O 0 1




cjercicio: Composicion

0 2 -2 2 2
P=|-2 0 2 2 | = | =2
0 0 1 | |1 1
0 -2 6 | [ 2 6
Po=|2 0 =2 4 | = | =2
0 0 1 | |1 1
0 -2 6 | [ 4° 92
Pi=|2 0 =2 2 | = | —6
0 0 1 | |1 1




cjercicio: Composicion




